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Fehlerrechnung

Eine zu messende Grofle kann grundsétzlich nur mit begrenzter Genauigkeit gemessen werden. Die Ursache
hierfiir liegt in der Unvollkommenheit der Messanordnungen - wie etwa Einflisse der Umgebung, be-
schrinkte Messgenauigkeit der verwendeten Instrumente, aber auch Unzuldnglichkeit der menschlichen
Sinnesorgane. Versucht man mit einer vorhandenen Messanordnung gréfite Genauigkeit zu erzielen, so zeigt
sich, dass der fiir eine physikalische Grofle ermittelte Messwert bei einer zweiten Messung nicht exakt
reproduzierbar ist. Ein ermittelter Messwert besitzt ndmlich Wahrscheinlichkeitscharakter. Es kann nur
gesagt werden, dass der wahre Wert der zu messenden GroBe innerhalb eines Bereichs am wahrschein-
lichsten vermutet werden kann; d.h. die Messung liefert lediglich einen Ndherungswert, dessen Tole-
ranzbereich durch die verwendete Apparatur und durch die aufgewandte Sorgfalt des Experimentators be-
stimmt wird. Der wahre Wert der gesuchten GroBe ist also ein Grenzwert, dem man sich durch Ver-
kleinerung des Toleranzbereiches (Verbesserung der Messtechnik, grofere Sorgfalt usw.) immer mehr
ndhern, den man aber niemals mit absoluter Sicherheit angeben kann.

Nach diesen Uberlegungen ist es von groBer Bedeutung, den Toleranzbereich eines Messergebnisses an-
zugeben. Mit den Methoden der Fehlerrechnung ldsst sich ein Toleranzbereich definieren und als Zahlenwert
ausdriicken. Jede Auswertung einer physikalischen Messung, die nicht zugleich mit dem Ergebnis auch eine
Angabe iiber die Messunsicherheit enthélt, ist unvollstdndig. Erst die Fehlerrechnung gewéhrleistet zusam-
men mit der sorgfiltigen Durchfiihrung des Versuches eine sinnvolle Losung der gestellten Aufgabe. Es ist
empfehlenswert, schon vor Beginn des Versuches eine Fehlerbetrachtung vorzunehmen, weil diese Hinweise
dafiir geben kann, welche Gréfen mit besonderer Sorgfalt zu messen sind.

Zufillige Messfehler
Zufillige Fehler konnen von der Unzuldnglichkeit der menschlichen Sinnesorgane herriihren. Sie werden

aber auch durch andere, nicht berechenbare Umstidnde, wie z.B. Luftdruck-, Temperaturschwankungen usw.
bewirkt.

Setzen sich die Messfehler aus einer groflen Anzahl von zufélligen kleinen Fluktuationen zusammen, so ldsst
sich die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten dieser Fehler durch die Normalverteilung (GauBsche Glock-
enkurve) angeben. Mit der Normalverteilung kann auch die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die mit sol-
chen Fehlern behafteten Messwerte x; einer Messreihe angegeben werden:

1 X, —x)’
W(x;) = oy exp{— %} X, = MeBwert der i - ten Messung.
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Die Kurve hat ihr Maximum bei x; x ist der wahrscheinlichste Wert der gesuchten Gréf3e. Der Parameter o
wird Standardabweichung, > wird Varianz genannt; beide sind ein Ma8 fiir die Breite der Verteilung.
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Abbildung 1:Gauf3’sche Glockenkurve
Abbildung 1 zeigt zwei Normalverteilungen unterschiedlicher Breite. Die Standardabweichung o, der Ver-
teilung b ist doppelt so gro3 wie die von a.




Man erwartet im statistischen Mittel 68 % der Messwerte X; innerhalb des 'ein-oc-Bereichs' von x-c bis x+c.

Zur Veranschaulichung der Verteilung der experimentellen Messwerte x; wird der Streubereich der
Messwerte in gleiche kleine Intervalle Ax aufgeteilt und die Anzahl der Messwerte, die in das jeweilige
Intervall fallen, in y-Richtung aufgetragen. Hat man sehr viele Messwerte, so beschreiben im Fall der
Normalverteilung die so gewonnenen Punkte die Glockenkurve.

Fiir die Berechnung des wahrscheinlichsten Werts der GroBe x hat C. F. Gaul3 das ,,Prinzip der kleinsten
Quadratsumme* aufgestellt:

Z(x,. —x)* = Min
i=1

Die Summe der Quadrate der Abweichungen vom wahrscheinlichsten Wert soll ein Minimum werden. Aus
diesem fundamentalen Postulat der Fehler- und Ausgleichsrechnung folgt
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und mit x =% Z(Xi—i):ixi — nx=0
i=1
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Der wahrscheinlichste Wert der GrofB3e x ist mithin der arithmetische Mittelwert X aller Messungen x;.

ol

Als MabB fiir die statistischen Fehler ('Streuung') der Einzelmessungen gibt man die Stichproben-Standard-
abweichung an:

1 n
Oupa = \/m;(xl _i)z 2

Bei der Stichproben-Standardabweichung muss (n-1) statt n eingesetzt werden, da bei der Ausrechnung des
Mittelwertes X ein 'Freiheitsgrad' verloren geht. Bei den meisten Taschenrechnern braucht man nur die
Messwerte X; einzutippen um den arithmetischen Mittelwert X und die Stichproben-Standardabweichung o,,.
1 direkt zu erhalten. Die Bezeichnung o, ist bei Taschenrechnern {iblich. In der neueren Literatur steht o
(Schitzwert fiir o). Natiirlich beherrscht auch jedes Tabellenkalkulationsprogramm diese Operationen auf
Knopfdruck. Es ist hier allerdings nicht immer klar, ob die (n-1)- oder die (n) — Gewichtung verwendet wird.

Bei Wiederholung der n Messungen x; wiirde man i.a. auch einen anderen Mittelwert X erhalten; d.h. die
Resultate fiir den Mittelwert X wiirden um den wahren Wert x streuen. Die Standardabweichung o des

Mittelwertes X (Genauigkeitsmal} fiir die Bestimmung von x) wird berechnet mit der Formel des Fehler-
fortpflanzungsgesetzes (4):

(o}

_ 1 c _\2 _ n-1
o, = \/—n(n— D ;(Xi X) oder o, = In 3)

X kommt dem wahren Wert von x um so néher, je groBer die Anzahl n der von ein- und derselben Grofie x
durchgefiihrten Messungen ist. Die Berechnung des arithmetischen Mittelwertes hat demnach nur Sinn,
wenn geniigend viele Messungen x; einer Grof3e x gemacht werden.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Mittelwerts X um den wahren Wert x nédhert sich mit wachsender
Zahl n der Messwerte immer mehr einer Normalverteilung, auch wenn die Einzelmessungen x; selbst nicht
normalverteilt sind (mathematisch bewiesen fiir n — o0: {zentraler Grenzwertsatz } [2]). Dann liegt mit

einer Wahrscheinlichkeit von 68 % der wahre Wert von x im Bereich zwischen X- o.und X+ o . Bei
endlichen n gelten die 68 % nur ungefihr.




Anstelle von o. wird besonders bei Vergleichen mit anderen Messungen der relative Fehler in Prozent
angegeben:

o-
100 -—

X
Das Resultat einer Messreihe mit zufilligen Fehlern ist also in folgender Form anzugeben:

O,

0

x = (X +o,)[Einheit] bzw.x = X [Einheit]+100-
X
Beispiel:
Mit einer Stoppuhr wird die Schwingungsdauer T, eines Federpendels gemessen. Zur Auswertung dieser
oder einer dhnlichen Messreihe erweist sich die folgende tabellarische Aufstellung als recht niitzlich
(bequemer ist ein Taschenrechner mit Statistik-Modus):

x=T, | [x-X]| (x-X)’ n=10
16,1 0,01 0,0001
16,3 0,21 0,0441 _ 1609 16.09
15.9 0,19 0,0361 T
162 0,11 0,0121
16,0 |0,09 0,0081
’ ’ ) 0,3690
16,4 0,31 0,0961 o, = =0.202
159  [0,19 0,0361 9
158 10,29 0,0841
16,3 0,21 0,0441 0,3690
16,0 0,09 0,0081 o, = =0.064
90
160,9 0,3690

T, = (16,09 +0,06) s =16,09 s+ 0,4%

Zur Beachtung:

Die Fehlerangabe wird auf hochstens zwei zdhlende Stellen aufgerundet und dementsprechend ist auch die
Messgrofie sinnvoll zu runden. Bei Messungen jeder Art an Strichskalen miissen die Zehntelbruchteile
zwischen zwei Teilstrichen unbedingt geschatzt werden.

Fehlerfortpflanzungsgesetz
Wenn die gesuchte Grofle sich nicht direkt aus einer Messung ermitteln lésst, sondern mit einer Formel

f(x,y,z,...) berechnet werden muss, in die mehrere einzeln zu messende GroBen x, y, z, ... eingehen, dann ist
die Standardabweichung o des Funktionswertes f(x,y,z,...) mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes zu
berechnen:

oy s jﬂ(ﬁ j (2 jﬂ ih o _|of
o, = é,XO'X é’yo-y é’zo-z .h. O'f—é,X

Ox, Oy, 0, sind die Genauigkeitsmale fiir x, y, z, die mit Formel (3) aus Serien der EinzelMessgrofen x;, i, z;

o, firf(x) (4)

X

bestimmt werden konnen. a_%x s 6%y s a%z sind die partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y,z) nach x, y
bzw. z. Die partielle Ableitung a_%x der Funktion f(X,y,z) erhdlt man, wenn f(X,y,z) nach x differenziert wird
und dabei y und z als Konstanten betrachtet werden. Analog ist bei der Berechnung von 'j%y sowie ﬁ%z zu

verfahren. (Das Fehlerfortpflanzungsgesetz gilt exakt nur fiir kleine oy, oy, o, da bei der Herleitung
Taylorentwicklungen beniitzt werden).

Die Standardabweichungen o, 6y, 6, werden oft nicht bestimmt. Dann setzt man Schitzwerte A,, A, A, ...

fiir die Messunsicherheiten von x, y, z, ... ein. In diesem Fall ist es gebrduchlich, den Grofitfehler A;
anzugeben:
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der eine verschirfte Abschiatzung gemidl3 der an einem rechtwinkligen Dreieck leicht zu verifizierenden

Beziehung va’ +b® <a+b darstellt. Gleichung (5) ist auch bei korrelierten Fehlern [2] anzuwenden.

Bei vielen Messgeréten geben die Hersteller Messfehler an. Allerdings sind damit oft neben der Genauigkeit
der Ablesung (=statistische Fehler) auch die maximalen Eichfehler (=systematische Fehler s. u.) gemeint.
Fehlen solche Angaben, so miissen sie durch eine sinnvolle Abschétzung beschafft werden.

Beispiel:
Mit einer Wheatstoneschen Briicke soll der Gleichstromwiderstand R einer Spule bestimmt werden. R ist aus
der Formel:

R(R,,a,b) =R, — b

zu berechnen. Dabei sind a und b die entsprechenden Briickendrahtldngen und Ry der Bezugswiderstand. Um
or zu bestimmen, miissen die partiellen Ableitungen ¢ %Ro , 7 , R gebildet werden:

SR _a OR_R, OR__ @
é’Ro_b’ Ja b ’db b’
Damit folgt fiir Ag:
ARzi(EAR +&Aa+ - bJ
b 'l I'b ’b

Dieser Beziehung kann man unter anderem entnehmen, dass Ay sein Minimum erreicht, wenn a=b ist.

Die rechte Seite vereinfacht sich, wenn der relative Grofitfehler A, / R berechnet wird:

B _ (I AN |AbD
R, \ a| | b
Svstematische Fehler

Die wesentlichen Eigenschaften systematischer Fehler sind:
1. der Fehler besitzt unter gleichen Bedingungen einen konstanten Wert,
2. der Fehler dndert sich bei gesetzmiBiger Verdnderung der Versuchsbedingungen ebenfalls gesetzmiBig.

Beispiele:

Ungenaue Eichung von Skalen, Verwendung eines inhomogenen Widerstandsdrahtes in einer Briicken-
schaltung, unterschiedliche Erwarmung der Apparatur wihrend der Messdauer, Anwendung von Naherungs-
formeln, etc.; systematische Fehler des Experimentators, wie z.B. das Ablesen eines Zeigerausschlags unter
schrigem Winkel.

Eine scharfe Abgrenzung zufélliger und systematischer Fehler ist oft nicht moglich. Liest man z.B. die
Zeigerausschldge immer unter dem gleichen schragen Winkel ab, dann ist der Parallaxenfehler systematisch.
Wird dagegen die Skala aus allen moglichen Richtungen betrachtet, so werden die Parallaxenfehler zufillige
Fehler. Abschitzungen fiir systematische Fehler werden i.a. getrennt vom statistischen Fehler angegeben.
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